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[25， 26， 27]0 
ASEPは確率過程の 1モデルとして数学的研究がなされている [4，28，29]。文献[29]には、 Zero







































一次元ASEPは次のように定式化される。 j番目のサイトでの粒子の有無をηで表し、 η=1 
なら粒子が存在し、 η=0なら粒子が存在しないことを表す。 P(71γ・.，7dを系が71，.・ .，7Lに
ある確率であると定義する。 L=lだと、 P(O)は粒子がサイト 1にない確率、 P(l)は粒子がサ
イト 1にある確率を表す。 Lニ 2だと、 P(O，0)は粒子がサイト 1と2にない確率、 P(O，1)は粒
子がサイト 1になくてサイト 2にある確率、 P(1，O)は粒子がサイト 1にあってサイト 2にない確
率、 P(l，l)は粒子がサイト 1と2にある確率を表す。粒子は各サイト独立に存在するので、各サ
イト毎に独立に粒子の存在確率が決まる。よって、 Lニ 2のときに粒子がサイト 1にある確率は、
















立P(O，1; t) =一(1十q)P(O，1; t)十(1十q)P(l，0; t) 
dt 










P(O， 0;t十ムt)ニ P(O，0; t) 
P(O， 1;t + !lt) = (1 -(1 + q)ムt)P(O，1; t) + (1十q)ムtP(l，0; t) 
P(l， 0;t +ムt)= (1 + q)ムtP(O，1; t) -(1 -(1 + q)ムt)P(l，0; t) 
P(l， 1; t十ムt)= P(l， 1; t) (2) 
と、書ける。 Lが大きいときに、これを逐一η 二 0，1について書いていたら繁雑になるので、ベ
クトルを用いるとすっきりと記述が可能になる。実際(1)式は、連続時間だと、
I P(O， 0; t)¥ I 0 
dl Pゅう1;t) I I 0
dt I P(lぅ0;t) I I 0







0¥I P(O， 0;t)¥ 
o I I P(O， 1; t) I 
o I I P(1，0; t) I 
o }¥P(l， 1; t)} 
(3) 
P(O， 0; t + !lt) 二 1 。
P(O，l;t+ムt) I I 0 1ー (1十q)!lt
P(l， 0; t十ムt) I I 0 (1 + q)!lt 
P(l， 1;t +ムt)} ¥ 0 0 
と、書き換えられる。さらに、ベクトル
I P(O， 0; t)¥ 
I P(O， 1; t) I 
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P(t +ムt)= T1，2P(t) (7) 
と書ける。 (6)，(7)式の形に書くと、あとは、遷移率行列の形を変えるだけで他の境界条件の場合
も取り扱える。閉塞境界条件の場合は、
I 0 0 0 0 ¥ 
I 0 -q 1 0 I 
fl.1.2 = I I 0 q -1 0 I 
¥ 0 0 0 0 / 
I 1 0 0 0¥ 
I 0 1-qムt ムt 0 I 
11，2 A ， A -' I 0 ast 1ー ムt 0 I 





(9) h1.2 = 
α q -1 
0α0 
T1.2 = I 0 1 -(q +β十α)ムt ムt 0 (10) 
2 αst qムt 1ー ムt βムt











， ， ， ? 、 、
という、固有値方程式を考える。確率密度ベクトルは固有関数による展開が可能であり、
??? (12) 
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? ???， ， ，?? 、
???? (18) 
なら
P(t) = P(O) (19) 
となり、初期条件が 、 、
? ? ? ? ? ? ?
????
?
? ? ? ? ?




? ?、 ?? ??? ?? (20) 
なら
I 0¥ 
P(∞) = I l~q 
l+q J 
































? ? ? ?
↓??
? (24) 
である。 Lニ 2の場合、系が{tl，7U，乃二 0，1である状態は
171) 0 1 72 ) (25) 
と書ける。確率密度ベクトルは IP(t))で、
IP(t))二玄P(71，r:μ)/71) 0/72) (26) 
71，72 
と、定義される。規格化は
(sl = (0/ + (1/) 0 (01 + (1/) (27) 
を用いて、




(A) = (s/A/P(t)) (29) 
と、書ける。密度の期待値は、





( (01十(1)0 (01十(11)η1L P(71' 72; t)171) (172) 
Tl，T2 
( (01十(1)0 (01 + (11)乞 P(71，7:μ)dl，TlI71)(172) 
Tl，T2 
(01 + (11) 0 (01 + (11)乞P(l，72; t)1) 0 172) 
T2 
二 (01+ (11) 0 (01 + (lI)P(1， 0; t) 1) (10) + (01 + (1) 0 (01 + (1I)P(l， 1;t) 1)③ 1) 




? ? ???? ??
?
? ? (32) 
で、離散時間の場合、
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S;=s?-isj sJ=sj十日? 71jニイー ん tjニイ+ん (38) 
を導入すると、選移率行列hj，j+lは
hj，j+1二 -qtFJ+l+qsJsj:卜1一向tj+l十sfsF十1 (39) 
と、表すことができる。また、
hj，j+l (1十q)(sjsj十l十sjsj十1-s;s;+1十Ijlj十d
+(1 -q)(sjlj十1十Ijs;+1-iS7sj十1+ isjS]十1) (40) 
とも書き表せる。
期待値の時開発展は、
d ，.. d 







古トか句ω)ト=(乃η引ω，一i-l)1け(1一句附刷)け)一句ω附)(1一川)一以州州ηψ似)(1一ω)十q川 (1一句ω刷)け) μ 
とかける。 (η)= U(X; t)とし、格子間隔αを導入して、
θU(X; t). . 1δ2U(X; t) 2 
(1'j+l) ~ U(X +α;t) = U(X;t)十一一一一α十一一一τ-U。X _.， 2 ax'2 
と展開して、(42)に代入する。また、時間をαでスケールしてから α→ 0とすると、





































Plω=α Jlaw =α(1 -α) (48) 
高密度相では、








ρrnaxニ 1 Jrnax二1(50)4 
である。相境界(phaseboundary)の領域では、 Lが大きいときは(添字pbを用いて)
3 ρ'pb(j) =α十(1-2α)f- Jpbニ α(1-α) L (51) 
となっている。













IP) =云(WIII(Dη +E(l-η))IV) (53) 
~L ご1
と書く。ここで、
ZL = 乞 (WIII(Dη十E(lー ち))IV) (54) 
71.・.7L j=1 
である。 (53)式が定常状態を表す為には、 (WI，IV)， E， Dは次の関係式を満たす必要がある。
h 1(E)(E) 二 ([(~)0(~)~(~)0(~)01 _ 1 (11 1 _ 1-_ 1DJ-¥DJ 'I¥DJ-¥DJ ¥DJ-¥DJ 
(Wlh1 ( ~ ) =ー ((WI( ~ ) 日'IlI- 1  - I -'~\DJ "'¥DJ 
~ )!V) β ベ~)D 



















ρ=α J=α(1ー α) (61) 
である。
以上で紹介したのは連続時間版のMPAであるが、離散時間版についても MPAが存在する [1，
12， 13， 14う 15]0
ASEPの離散時間発展のモデルには、時間更新の方法により以下のように分類される。
• ordered sequential update 
• sublattice parallel update 
• parallel update 


























図 3:α ニ s< 1/2の場合のある時間における密度フロファイルの概念図
と表すことができる。ここで、
I 1 for z > 0 
fJ(z) = I ケ (64)
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. ja(1ー α)(1-2α)3 1 






が出来る。この場合固有値は、遷移率行列Hが非エルミート行列なので、 QR法を使う 147]0QR 
法とは任意の実行列Aが相似変換により直交行列Qと上Hessenberg行列R(14j二 0;i十1> j) 
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IP) =す(H'II((l-Ti;t) (1 -Ti;2)A十(1-Ti;t}η2B川 ;1(1 -Ti;2)C +η;向 D)IV) (68) 
LJL ζ1 
と書け、分配関数に当たる ZLは、
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(76) 
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(WIB=合(WI ， BIV) =右IV)
1fJ2 
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図 7:左図はシミュレーションによる時開発展の様子。点が粒子を示す。横軸が位置で縦軸が時


















(η;l) =向;ー+(向;十一向;-)()(j-xR.) (88) 
となる。ここで、 ρ'f.j土はtレーンの密度を表し、 Pl;-がキンクの位置の左側の密度でρ'lj十が右側











(89) 立(Nc)= (sINcHIP(t)) dt 
とあらわされるが、孔R'= 1ぅ2;Rヂfに対して計算すると、
(90) 
αC(1ー (Tljc))一 (-TLjc)(l-sc) 
L 
+(f' -f) L[rl(Tjjc，(l -TjC)一円(引(1-TjC')] 
立(Nc)dt 
となることがわかる。ここで、 f'-f =土1は符号を表す。このままでは扱えそうもないので、両
端からの寄与(第一項と第二項)を無視して、 (Nc)= ~N2):(N1) と (NR) = (N2) -(N1)を導入す
ると、方程式は、




-2rr(NR)十2(町一 T↑)乞(ηjl(1ー 乃j2)) 会(N
となる o rl =ηのとき、方程式(92)は簡単になり、
立(NR)二一2rj(NR)dt ，-.， -. I (93) 
となる。このとき、 (NR)は指数関数的に減衰して0になる。




















(乃jl)=ρ'l;ー(t)+ (Pl;+(t)一向;ー (t)B(j一向(t) (96) 
である、とする(以下では時間依存を意味する (t)を略する)。向・土はjによらないので、 (95)式の
j方向のカレントを無視することができるため、
















であたえられる o ここで、 h乍ωゎC土は
E = rl-r↑ 1=;(Tl-η)糾 -ωー 叩2)







ρ2;一二 α2一α1 (105) 
2 
ρら;+ 2-α1一α2 P2;十二 α1ー α2 (106) 2 
である。よって、解を向;土で表すと、
1 eγt 1 e-"(t 
ρ1;ー =A-Ee dH しーnー ρ2・=必+ (107) r~ . E e-"(t -c_ 
と、
1 eーヴt 1 eーヴt





ρ1ニ 2 P2 = 2 (109) 
である。密度のキンク形の (88)式を (92)式に代入して、 (94)式を使うと、 X1< X2の場合、


















となる。 (110)式と(111)式は解くことが出来て、時間発展が求まる (Appendix)。長時間後のt→∞ 
の解は、 X1< X2の場合は(135)式から、











総粒子数の差が残るものの、キンクの位置は同期する。 (113)式もしくは (112)式を (87)に代入
すると、 (103)を使って、






ロ=1LY=1 (も) (115) 
をシミュレーションにより求めた。まず、解析結果と比較してよい一致が見られた場合のAの値












1;L20 40 60 80 100 
time 
図8:(NR)の時開発展のシミュレーションと解析結果の比較。解(134)が直線で示されており、シ
ミュレーション結果は×で示されている。パラメーターはα1= sl = 0.1，α2 = s2二 0.15，勺=
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値Aの時開発展を表す。両図でのパラメーターはα1=β1二 0.1，α2=ゐ=0.15， r!= 0.03，η= 











x x x x x x x -0.4 
-0.45O L . ' . 
5 10 15 20 25 30 35 40 
ら/向
図11:号に対して(NR)の解析結果とシミュレーション結果のずれをフ。ロットした。パラメーター
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position 
図 12:定常密度ρ1，んのシミュレーションとの比較。十は 1レーン目、×は2レーン目の密度のシ
ミュレーション結果を表す。直線はん?んの値。パラメーターはα1= 0.1， sl= 0.9，α2 = 0.15，ゐ=

































































2 3 4 5 6 7 8 9 10 
日/r.
図比号に対して定常密度を真中の位置でレーンについて足し合わせたものの解析結果とシミュ
レーション結果のずれをフロットした。パラメーターはα1=β1 = 0.1，α2=ゐ=0.15， L= 1000 
である。
文献 [51では 1次元Burgers方程式に現れる衝撃波と膨張波の衝突について調べている。 1次
元Burgers方程式は、



















































δX Ix=L/2 ax Ix=-L/2 
の元で解いた解である。具体的には、
1 2 ""'"' rl¥ 2 • 2 ""'"' 










I(ω) =にい (124) 
を使って、
2Dふ 1+(一1)ηー 1cos(2入nY)














L((ρ1;ー +(ρ1;十一ρ1;ー)()(j一町))(1ー の;一一(向;十一九一)B(j-X2))) 
ρ1;+(1-ρ2;十)L十(P2;十一ρ2;ー)ρ1;十X2一 (1ー の;ー)(ρ1;十-P1;ー)X1(128) 
となるが、 (87)式を使うと、
L L(η;1)(1ー(乃;2) = ρ1;+(1-ρ2;+)L -ρ1;+( (N2)一向;十L)十(1-ρ2;ー)((N1)一ρ1;十L)
j=1 
ρ1;+ρ2;ーL-ρ1;十(N2)+ (1ー の;_)(N1) 











ρ1;+(1 -p2;+)L + (ρ2汁 -P2;ー)P1;-X2一(1-ρ2;十)(ρ1;十一ρ1;ー)X1
P1;+(1 -p2;+)Lー ρ1;ー((N2)ー の;+L)+ (1ーの;+)((N1) -ρ1;十L)
2(Nc) + (NR) ¥ ，'， ~ ¥，2(Nc)-(NR) P1;ーの;十Lーρ1;ーC'-'¥.;1/ ，' ，"n./) + (1ー の;+)(
2 
ρ2;十 - P1;一一 I









F ω+一ω_ (Ch-eーヴtCz -e-"!t¥ 2p'1t十 '----ln I .rr 
7¥ Ch Cz ) 
ニ Mt」lnf(Ch-e一村)(Cz一戸川
口f. ¥ ChCZ ) 
(132) 
と計算できるので、
e-f~ dt'附{'(1一向;刊一))二円↑叫)t( α )附
¥(Ch -e-，t)(CZ - eーγt)} 
ということがわかる。その結果、
C十C_(NR) (NR)Oe-2(r↑十{'p~)t
(C十 - e-，t) 
正 1_ '"ー 2(η 十{'p~)
+一 一二一 J 、ILp~ (1- p~)C+C_::' し -
e一γt_ e-2(r↑十{'P~1 "1 \
2L ( ~(C+ -p~ (C_十C十))-(C_ + C+)p~ (1- p~)) v↑+ f.P'1) -1 ¥ 
P-γt _ p-2(rj十Epl)'"'v 
+2二¥、 1(C--C十)(Nc)
e-2γt _ e-2(r↑十Eι)I "，2 ¥| 
十 a j(-L+2(2A-1)+ρi(l-pi) LI (134) 






(NR) 二 C十C_(NR)oe-2(r↓-{ι)t (C十 -e一村)(C_-e一村)
ι ー ρ-2(rJ-{ρら)
十，一 二一 心 ILp~ (1 -p~)C_C十ム U
εーヴtー ρ-2(rj-{ρ2/'"V ¥ 





e-2γt _ e-2(rj -{p~) (ヲ¥|
+ -， ↓ (-2f+2(2め-1)十品(1ー め)) LI 
行-EP'2 -1¥E'<' E ノ|
(135) 
となる。






無をη(x)=O，lで表すとき、系のconfigurationをη={-.. ，η(X)γ.. }，x = 0，土1，・・・で表す。例え





H(η)=J乞η(x)η(叶 1) (137) 
z 
とGibbs型に書けるとする。 βは逆温度である。この場合、定常である条件




c(民y，η)P(η)= c(肌y，ηXY)P(ηXY) (139) 
??









H'(η)=JLη(x)抑十 1)+工(F. x)1](x) (141) 
z z 
と、書ける。 Fは一様で時間によらないとする。この場合、定常確率は
内)ニトxp(-sH(η)-吃 (F川)) (142) 
と、表わされると仮定すると、詳細釣合の式は、
c(x，yぅη)= c(x， y，η勾 )exp[-s(H(η，Xy) _ H(η))-s(F.(x-y))(η(x) -η(ν))] (143) 
となる。
粒子が隣にしか行かない場合、 Ix-yl =F 1の時c(x，y，η)= 0と書ける。また、 Zからz十1に
移る場合と Z十1から Zに移る場合で遷移率が違う場合、 c(民x+ 1，η)を具体的に書くと、
c(x，x十1，η)二日(x，x+l)η(x)(lー η(x+ 1)) +ω(x + 1ぅx)η(x+ 1)(1 -η(x) (144) 
である。ハミルトニアンH(η)が0の時、 DLGはASEPと呼ばれる確率過程と等しくなる。遷移
率w(♂，x十 1)ぅw(x十1，x)がそれぞれzに依らずω(x，x + 1)= p， w(x十 1，x) = qとするとき、
-βF q = pe (145) 
となることがわかる。 pは時間をスケールすることで1にできる。すると、これはASEPとまった
く同じものである。また、 q→0の場合は、外場がF→∞(グ→ 0)の極限に対応しており、 q→ 1
の場合はF→O(s→∞)の極限に対応している。
参考文献
[1] G.M.Schutz. Exact Solvαble M odels for M，αny-Body Systems Far jヤomEquilibriumぅ vol-
ume 19 of Phαse Transitionsαnd Critical Phenomenα. AcademicぅLondon，(2001). 
[2問討]B.Schrr口凶I
ume 170ぱfPhαse 1ηトαnsitionsαηdCr付、'iti.化CαalPheηomeηα. Academic，Londonう (1994).
[3] H.Spohn. Lαrge Scαle Dynαmics 01 Interacting Pαrticle Systems. Springer-VerlagぅNew
York， (1991). 
[4] T.M.Ligget. Stochαstic Interacting Systems: Contαct， Voter，仰 I，dExclusion Processes 
Springer-Verlag， New York， (1999) 




[6] B.Derrida， M.R.EvansうV.Hakeem，and V.Pasquier. J.Phys.A， 26:1493， (1993). 
[7] T.Sasamoto. J.Phys.Aう32:7109，(1999) 
[8] M.Uchiyama， S.SasamotoぅandM.Wadati. J.Phys.A， 37:4958， (2004). 
[9] G.M.Schutz. J.Stαt.Ph伊ぅ 88:427ぅ(1997)
[10] V.B.Priezzhev. Phys.Rev.Lett， 91:0506011 (2003). 
[1] N.Rajewsky， L.Santen， A.Schadschneider， and M.Schreckenberg. J.Stαt.Phys， 92:151， 
(1998). 
[12] G.M.Schutz and E.Doma町 J.Stαt.Phys，72:277， (1993). 
[13] H.Hinrichsen. J.Phys.A， 29:3659， (1996). 
[14] M.R.Evans， N.Rajewsk)らandE.R.Speer. J.Stαt.Phys， 95:45， (1999). 
[15] J.Gier and B.Nie凶 uis.Phys. Rev. E， 59(5):4899， (1999) 
[16] G.M.Schutz. J.Phys.A， 36:R339ぅ(2003).
[17] T.Sasamoto. J.Phys.Soc.Jαpαn， 69:1055， (2000) 
[18] B.Derrida， J.L.Lebowitz， and E.R Speer. J.Stαt.Physぅ89:135，(1997) 
[19] P.A.Ferrari. Prob. Theo.Rel.Fields， 91:81， (1992) 
[20] A.B.Kolomeisk)らG.M.Schutz，E.B.Kolomeisky， and J.P.Straley. J.Phys.A， 31:6911， (1998). 
[21] L.Santen and C.Appert. J.Stαt.Phys， 106:187， (2002). 
[2] S.Takesue， T.Mitsudo， and H.Hayakawa. Phys.Rev.E， 68:015103(R)， (2003). 
[23] M.L.Mehta. Random Mαtrices. Academic Press， Boston， 2 edition， (1991). 
[24] K.Johanson. Commu凡Mαth.Phys，209:437， (2000) 
[25] M.P凶hoferand H.Spohn. Inαnd out 01 equilibrium， 51:185， (2002). cond-mat/0212519. 
[26] T.Sasamoto and T.lmamura. J.Stαt.Phys， 115(3-4):749， (2004). 
[27] T.lmamura and T.Sasamoto. Nucl.Phys.B， 699(3):503， (2004) 
[28] T.M.Ligget. Interacting Pαrticle Systems. Springe釘r-Ve町rlag，New Yoωrk， (ο1985め). 
[29] F.Spitzer. Adt 
? ????
2レーンTASEPモデルにおけるキンクの同期
[30] D.Helbing. Rev.Mqd.Phys， 73:1067， (2001). 
[31] J .Matsukidaira and K.Nishinari. Phys. Rev. Lett， 90:088701う(2003).
[32] J .M.Burgers. The No州問αrDiffusion Equαtion. Reidel， Dordrecht， (1974). 
[3] Y.Hieida. J.Phys.Soc.Jαpαn， 67(2):369ぅ(1998)
[34] T.Nagata乱 J.Phys.A，29:6531， (1996). 
[35] V.Belitsky， J.Krug， E.J.Neves， and G.M.Schutz. J.Stαt.Phys， 103:945， (2001). 
[36] E.Pronina and A.B.Kolomeisky. J.Phys.A， 37:9907， (2004). 
[37] V.Popkov and G.M.Schutz. J.Stαt.Phys， 112:523， (2003). 
[38]光藤哲也.一次元非対称単純排他過程の交通流への応用.卒業論文， (2002). 
[39] F.H.L Essler and V.Rittenberg. J.Phys.A， 30:3375， (1996). 
[40]笹本智弘.一次元非対称単純排他過程の厳密解.物性研究， 79(6):881， 3 2003. 
[41] M.Kardar， G.Parisi， and Y.Zhang. Phys.Rev.Lett， 56:889， (1986). 
[42]巽友正.流体力学， volume 21 of新物理学シリーズ.培風館， (1982). 
[43] T.Halpin-Healy and Y-C.Zhang. Kinetic rougening phenomena， stochastic growth， di・
rected polymers and al that. aspects of multidisciplinary statistical mechanics. Phys.Rep・?
254:215， (1995). 
[4] K.Nagel and M.Schreckenberg. J.Phys.1， 2:2221， (1992). 
[45] K.Krebs and S.Sandow. J.Phys.A， 30:3165， (1997). 
[46] Y.Hieida and T.Sasamoto. J.Phys.A， 37(42):9873， (2004). 
[47] W.H.Press， S.A.Teukolsky， W.T.Vetteling， and B.P.Flannery(丹慶勝市奥村晴彦佐藤俊郎
小林誠ー 訳).NUMERICAL RECIPES in C [日本語版J.技術評論社， (1993). 
[48] L.H.Gwa and H.Spohn. Phys.Rev.A， 46:844， (1992). 
[49] O.Golinelli and K.Mallick. J.Phys.A， 37:3321， (2004). 
[50] T.Mitsudo and H.Hayakawa. J.Phys.A， 38:3087， (2005). 
[51] T.Tatsumi and H.Tokunaga. J. Fluid. Mech， 65(3):581， (1974). 
[52]光藤哲也早川尚男.物性研究， 82(2):275， (2004). 
????
